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Ponizszy tekst, mimo wspdlnego tematu z sugerowanym w propozycjach, nie zgtebia
w petni podanych zagadnien. Nieznacznie zmienitem zakres sugestii, poniewaz
zainteresowata mnie jej problematyka. Chciatem podzieli¢ sie moimi rozwazaniami
w przestrzeni, ktdrg odnajduje ciekawa tak, abym nie tylko ja miat przyjemnos$é z pisania tej
pracy i zdobywania wiedzy potrzebnej w jej pisaniu, ale takze inni z czytania jej.

e Co to jest powierzchnia stopnia drugiego?
Z definicji powierzchnig stopnia drugiego nazywamy zbiér punktéw przestrzeni
tréjwymiarowej, ktére spetniajg réwnanie:

Ax? +By? + Cz? + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + 12+ K = 0,
gdzie A, B,..., K sg statymi, a przynajmniej jedna ze statych A, B, C, D, E, F musi by¢é rézna od zera.

Dla przyktadu, jako ze odlegtos¢ w przestrzeni tréjwymiarowej liczy sie ze wzoru:
d(AB)={y(Xg — Xp)2 + (Y, — Yp)2 + (Z4 — Z,)? to sfera jako zbiér punktéw odlegtych od $rodka
0(Xo,Yy,Zy) o promier "r" wyrazona bedzie wzorem: r=/(X —Xp)2+ (Y —Yp)2 + (Z — Z,)>?
czyli po podniesieniu do kwadratu obustronnie: 12=(X — X)?+ (Y = Y)? + (Z — Zp)?%. Po
skorzystaniu ze wzoréw skréconego mnozenia tatwo zauwazyé, ze to rodwnanie spetnia powyzisze

warunki.

e Podzial powierzchni stopnia drugiego
Powierzchnie stopnia drugiego mozemy podzieli¢ ze wzgledu na to jak, oraz przy uzyciu jakiej
figury powstaty:

Powstate z obrotu

o I
krzywej wokot osi nne
. . Jedno* i Jedno i dwupowtokowe
Hiperboloidy .
dwupowtokowe eliptyczne
Eli ,
Paraboloidy Kotowe |ptyc.zne I*
paraboiczna
Elipsoidy Obrotowe (w tym sfera) Tréjosiowe

Walec eliptyczny
Powierzchnie Walcowe* Walec kotowy Walec hiperboliczny
Walec paraboliczny

Inne Torus Torus eliptyczny

*powierzchnie prostokresine



e Torus

Nie bez powodu zaczynam swag prace od tej powierzchni, najbardziej mnie zaintrygowata oraz
najprzyjemniej mi sie nad nig pracowato. Z tego powodu takze widnieje ona na pierwszej stronie.
Mam nadzieje, ze takze was uda mi sie tg powierzchnig zaintrygowac.

Zacznijmy zatem od tego czym jest tenze "obwarzanek". Torus jest to powierzchnia powstata
przez obrot okregu wokot osi OZ, przypomina on amerykanskiego paczka "doughnut-a", a dokfadniej
jego powierzchnie. Na potrzeby dalszych rozwazan okrag tworzacy nazwiemy "O;" o promieniu "r",
odlegtos¢ srodka okregu "O;" od osi OZ "R", za to okrag, powstaty przez obrét jego srodka "O."

wokoét tej samej osi, "0," (zaznaczony na niebiesko ponizej, Rys.1).

Dla zilustrowania:

w Rysunek 1

Na poczatku, chcac zgtebic torus chciatem nie tyle wyprowadzié, co zrozumie¢ jego réwnanie
ktorym jest opisany. Majac w gtowie sfere, myslatem o nim jako o punktach réwnoodlegtych od
okregu "0,", wtedy jednak stworzymy nieskoriczenie wiele sfer zamknietych w torusie, w efekcie nie
dostajgc samej powierzchni, a takze wnetrze, co jest sprzeczne z definicja. Co wiecej kazdy punkt
nalezacy do w ten sposdb otrzymanej bryty, ktéry nie nalezy do powierzchni torusa mozna przypisac
do dwach sfer, co pdzniej mogtoby by¢ problematyczne.



Po ponownym, trzezwym juz, spojrzeniu na torus, rozwigzanie przyszto samo:

Gdy spojrzymy na torus w ptaszczyznie osi OX i OZ, to ujrzymy dwa okregi tworzgce "0O;".
Wybieramy dowolny punkt P(x,y,z) i prowadzimy do niego promien. Odlegtos¢ osi OZ od srodka "O."
to jak wiadomo "R". W stosunku do ptaszczyzny OXY "P" jest oczywiscie na wysokosci "z". Odlegtosc
"P" od OZ jest za to jeszcze nam niewiadoma, nazwijmy jg "D"(Rys.2):

N,
I D
D[D.D.D]E R X )

}ysunek 2

Nietrudno ustali¢ Zze L=D-R, lecz jak rozpisa¢ D? Do tego potrzebny jest widok z "géry" naszej
powierzchni, tak by byta widoczna tylko ptaszczyzna OXY(Rys.3).

»

Rysunek 3

Z tej perspektywy fatwo juz odczytaé ze D? = x? + y?2, czyli D=y/x2 + y2. "L" jest zatem
réwne /x2 + y2-R. Z ta wiedza mozemy juz powrdéci¢ do Rys.2 i z pomoca nieboszczyka Pitagorasa
powiedzie¢ ze L2 + z2? = r?, czyli po wstawieniu "L":

(\/x2 + yZ — R)Z + 7% =1?

Réwnanie 1 - Réwnanie torusa



W ten prosty sposdb wyprowadzilismy réwnanie opisujgce torus. Sprébowatem odnalezé
potwierdzenie stusznosci tej metody i znalaztem je, na pewnej angielskiej stronie. tatwo tez z tego
wzoru zrobi¢ wzor na catego paczka, wraz z nadzieniem, a nie tylko powierzchnie, wstawiajac znak
mniejszosci zamiast rownosci:

(W—R)2+22Sr2

Przejdzmy zatem teraz do objetosci i pola powierzchni naszej figury. Obliczenie ich jest
trywialne. Aby pole powierzchni " P;" wystarczy dtugos¢ naszego okregu "O.", to jest 2tr pomnozyé
przez droge jaka pokonat podczas obrotu czyli 2R, otrzymujemy wtedy:

P, = 4*rR

Przy obliczaniu objetosci "V" postepujemy podobnie, lecz zamiast dtugosci okregu wstawiamy pole
powierzchni odpowiadajacego kota, czyli mr?:

V = 2m2Rr?

Patrzac na ten tok rozumowania mozna powiedzieé ze okrag podczas obrotu pokonuje inng
droge na krawedzi blizej srodka uktadu wspétrzednych a inng na dalszej, natomiast nie wiadomo czy
droga przebyta przez srodek "O." jest ztotym S$rodkiem, dzieki ktéremu zoptymalizujemy rdéznice
w dtugosciach przebytych drég. Dla tych, ktérzy watpig, udowodnie to na przyktadzie pierscienia
(czyli rzutu torusa w perspektywie OXY):

Niech dany bedzie pierscien ograniczony dwoma okregami, mniejszy o promieniu "r
i wiekszy o promieniu "R", odlegtos¢ miedzy nimi "d", a okrgg o promieniu w potowie tej
odlegtosci (Rys.4).

Y 7

Rysunek 4



Wiemy na pewno, ze pole powierzchni piercienia jest réwne: mR? — mr2. Jedli rozumowanie
prowadzone podczas wyprowadzania wzordow na objetosc i pole powierzchni torusa byto poprawne,
to pole powinno by¢ réwne 2mL pomnozone przez "d" Jako ze jest to sytuacja analogiczna do uzytej

poprzednio. Wiec: "d" mozemy rozpisaé jako R-r. = r+§, a okrag, ktérego jest promieniem ma,

dtugosc 21t(r+§). Uzywajac tych danych:
27l d po wstawieniu:
d
( 21t(r+5)) (R-r)

(R—
2

D)) (R-r)

(27T (r+
(2mr+mR — ) (R-1)
(R + mtr) (R-r)

nmR% — tr? Q.E.D.

Wynika takze z tego, ze objetos¢ i pole powierzchni torusu jest takie samo jak walca
(R+7)

o podstawie stworzonej z okregu tworzgcego i wysokosci réwnej 27L, gdzie L=

Jednakze wyprowadzi¢ réwnanie opisujgce torus mozna inaczej, bardziej uniwersalng
metoda, ktdra nadaje sie dla kazdej powierzchni wyniktej z obrotu wokoét osi. Aby pokazac i wyjasnic
te metode wyprowadze ponownie wzér na torus, lecz tym razem z jej uzyciem.

e Powierzchnie obrotowe - tworzenie wzorow.

Dowolng krzywg "k" umiesémy w ptaszczyznie OXZ. Jej wzér dany bedzie wzorem x=f(z).
Kiedy wybierzemy dowolny punkt "Pq", nalezacy do krzywej, to podczas obrotu wokét osi OZ zatoczy
on okrag o réwnaniu: x2+y?=f(zg)?2. Jako ze obrét jest wokét osi OZ, wartos¢ "z" jest stata, wiec
Zg=2, W takim razie po wstawieniu tego do poprzedniego wzoru otrzymamy réwnanie, ktére nazwe
réwnaniem obrotu:

x2+y?=f(z)?
Réwnanie 2 - Réwnanie obrotu

Przy torusie zatem, przy zachowaniu poprzednich oznaczen naszg krzywa (w ptaszczyznie
OXZ) jest okrag "0," jako ze jego $rodek jest przesuniety od osi OZ o "R", to jego wzdér wyraza sie
(x — R)%2+z2=r2. Wyznaczamy z niego "x" i otrzymujemy: x=V1r2 — z2 + R, to jest teraz nasze f(z).
Wstawiajac to w "réwnanie obrotu" otrzymujemy:x?+y?=(vr2 — z2 + R)? - \/x2 + y2-R=Vr? — 22

%(W—Rf:rz—zzﬁ(m—R)2+zz=r2

Jak widaé tg metodg otrzymalismy ten sam wzdr co metodg bardziej opisowg ktérej uzytem
wczesniej. Tg samg metodg bedziemy otrzymywac inne powierzchnie obrotowe pdznie;j.




Z t3 wiedzg mozemy przejs¢ do powierzchni obrotowych, na poczatku powstatych z figur
stozkowych. Aby to zrobi¢, najpierw postaramy sie otrzymacé stozek kotowy.

o Stozek kotowy | Figury stozkowe

Stozek kotowy utrzymujemy przez obrét prostej wokét osi. Otrzymujemy wtedy ptaszczyzne
na ksztatt klepsydry, czyli dwa stozki ztgczone wierzchotkami. Stozek jest figurg nieskoriczong, nie da
sie go zamknga¢ w ograniczonej przestrzeni. Prostg ktorg obracaliSmy wokét osi, nazywamy
"tworzaca". Tworzaca "I" w ptaszczyznie OZX dana jest rownaniem x=az. Korzystajgc ze wzoru na
obrét wokot osi (réwnanie nr.2), wstawiamy "az" w miejsce f(z), i wychodzi nam:

x2+y?=q?7?
lub inaczej:

2 2

+ 2 — 72=0
a

X
az

Jest to réwnanie opisujace stozek kotowy(rys.5):

Rysunek 5



tatwo zauwazy¢, ze stozek jest symetryczny wzgledem punktu (0,0,0) i wzgledem kazdej z osi
uktadu. Rozwazmy teraz jakie figury powstang podczas przeciecia ptaszczyzng "k" o kacie nachylenia
do osi OZ "B", stozka z tworzaca o nachyleniu do OZ "a":

L

Rys.5.1

Rys.5.2

Y

Rys.5.3

e Kiedy 8 = a podczas przeciecia dostajemy parabole (Rys.5.1)

e Kiedy B > a otrzymang figurg bedzie elipsa(w szczegdlnym przypadku okrag, to znaczy
kiedy ptaszczyzna przekroju wyraza sie wzorem z=k. Jesli k=0 to bedzie to punkt,
wierzchotek i punkt stycznosci obydwéch stozkow.)(Rys.5.2)

e Kiedy B < a mozemy zobaczy¢ hiperbole(Rys.5.3)

Powyzsze figury ktére otrzymalismy w tych cieciach, nazywamy stozkowymi, i sg kluczowymi
dla dalszych ptfaszczyzn oraz torusa ktérego pozwolitem sobie omowié¢ poza kolejnosciag. Wazne
W powyzZszym rozumowaniu jest, aby ptaszczyzna nie przechodzita przez punkt wierzchotkowy stozka,
to jest tam gdzie tworzace sie przecinajg. W innym przypadku zamiast paraboli otrzymamy prostg,
zamiast elipsy punkt, a zamiast hiperboli pare prostych nieréwnolegtych.



Rozumowanie to mozna dowies¢ przecinajgc stozek nie tylko wizualnie, ale tez algebraicznie:

Przetnijmy najpierw stozek o tworzacej "L" powierzchnig "k"(Rys.6.1). Stozek dany bedzie
rownaniem x2+y2=z2, powstat on z obrotu prostej z=x, czyli wierzchotek ma w punkcie 0(0,0,0),
a nachylenie do OZ jest réwne 45°. Powierzchnie dla utatwienia obliczern wybierzemy z=2x, jako ze
jesli przedstawimy jg w przestrzeni tréjwymiarowej to kazda ptaszczyzna y=n (gdzie n to dowolna
liczba rzeczywista), przedstawia takg samg prostg "k", staje sie wiec wtedy ptaszczyzng. Jej
nachylenie do osi OZ to, jak nietrudno wyliczyé, okoto 27°. Zgodnie z poprzednimi zatozeniami
powinnismy zobaczyé pare prostych nieréwnolegtych zamiast hiperboli. To, co nam powstanie
z przekroju to punkty wspdlne ptaszczyzny i stozka. Wystarczy wiec, ze rozwigzemy uktad réwnan.
Do réwnania stozka zamiast "z" wstawimy "2x". Wychodzi nam réwnanie y? = 3x?. Faktycznie jest to
para prostych przecinajgcych sie w punkcie "O". Natomiast jesli tym razem tworzgcy bedzie "t",
o réwnaniu z=x+2, to stozek,tak jak prosta, bedzie podwyzszona o dwie jednostki do gory(Rys.6.2).
Stozek bedzie wtedy opisany réwnaniem x? + y? = z? — 4z + 4. Po wstawieniu tej samej prostej
"k", otrzymamy : —3x% + 8x + y? = 4. Tym razem réwnanie opisuje juz hiperbole, co potwierdza
poprzednie zatozenia.

1:

¥

Rys6.1

Warto tez zauwazy¢, ze gdy przecinamy stozek ptaszczyzng z=k( gdzie "k" to dowolna liczba
rzeczywista), to po podstawieniu do wzoru na stozek otrzymamy okrgg o promieniu réwnym
iloczynowi "a" i "k".

Dla figur otrzymanych powyzej, szczegélnie dla paraboli, wazna jest kierownica. Co to jest
kierownica? Kierownica to biegunowa ogniska. Teraz nalezatoby wyjasnic, co to "biegunowa". Takze
tutaj stuze pomoca. Obracajac prostg dookota punktu "P", ktéry nazwiemy biegunem tejze prostej,
tak, by przecinata stozkowg w dwéch punktach "A" i "B", dobieramy czwarty punkt "Q", by punkty
A,B,P,Q byty harmoniczne. Wtedy punkt "Q" porusza sie po prostej, ktdrg nazywamy biegunowa.
Teraz wyjasnie, co oznacza, ze te punkty s3 harmoniczne, na przyktadzie pary punktéw A,B oraz
dobranej pary C,D na prostej x tak, aby przegradzaty(rys.6).

A C B D

>

Rysunek 6.3
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AC 4D
CB lBD'
"(ABCD)". Wyzej wymienione punkty nazwiemy harmonicznymi jesli dwustosunek jest réwny -1, czyli:

Dwustosunkiem tych dwéch par punktéw nazywamy iloraz stosunkéw oznaczamy go

Ac Ap _ _ . »

CB ' BD - Innymi stowem:
AC AD
CB BD

Z tg wiedzg mozemy przejs¢ do ptaszczyzn wyniktych z obrotu figur stozkowych wokét osi.

Wprowadzmy wiec te figury w obrot.

e Powierzchnie stozkowe obrotowe: elipsoida
kotowa

Zacznijmy od elipsy samej w sobie, wiadomo, ze wzér, ktérym jest opisana to:

2 2

Xy

atp=1

gdzie "a" oraz "b" to dtugosci odpowiednio wielkiej i matej pétosi, a dodatkowo b%=a?-c? gdzie
z kolei "c" to potowa odlegtosci miedzy ogniskamiF4, F5, czyli Srodka elipsy od ogniskowej(Rys.7).

14

9
N!L

Rysunek 7

Wiele oséb nie rozumie skad sie wzigt wzdr na elipse, ja zwyktem to sobie ttumaczy¢ w ten
sposob, przedstawiajgc elipse jako niespetniony okrag:

Dany jest okrag o promieniu 1 "04", oraz o promieniu 2 "0,". Réwnanie pierwszego to x2+y?=1

2
a drugiego x?+y?%=4. Chcemy z "0," stworzy¢ elipse 0 a=2 a b=1, czyli o réwnaniu xT +y*=1.
Pomnézmy réwnanie tej elipsy 0 "a", otrzymamy x? + 4y% = 4, czyli x2 + (2y)?2. Jesli zignorujemy
wartosé przy "y" to opisuje wtedy okrag "0,",znaczy o promieniu 2. Mozna uznaé, ze elipsa dazy do
okregu, to oznacza, ze aby spetniac to réwnanie promien zawarty w osi OY, to jest mata pétos, aby
zniwelowad 2 zmniejszy sie dwukrotnie, czyli zamiast promienia o wartosci 2 bedzie o wartosci 1.

Mozna takze uznaé na odwrét, ze pierwotne réwnanie elipsy przedstawimy w formie (g)2 +y2=1

czyli analogicznie w okregu o promieniu jeden, "x" aby zniwelowaé 2 w mianowniku i doprowadzi¢ do
przyjaznej formy okregu powieksza sie dwukrotnie.

11



Dla ilustracji:

Rysunek 8

Kiedy wstawimy takze wartos¢ "b", postepujemy analogicznie, przyjmujgc ze oprdcz "x",
takze "y" chce sie wydtuzyé(badz skrdci¢ jesli jest mniejsze od 1). Jesli kto$ preferuje pierwszy sposdb
to takie moze go uzy¢, lecz tym razem promieniem bedzie iloczyn "a" i "b".
Cho¢ wywadd ten moze wydawac sie btahym, otwiera to nam mozliwosci manipulacjg kazdg brytg
i powierzchnig zarowno w uktadzie dwu, jak i trojwymiarowym. Wykorzystamy to pdzniej, aby
utworzyé powierzchnie inne niz obrotowe.

Wréémy jednak do elipsoidy obrotowej, jest to powierzchnia powstata przez obrét elipsoidy
wokot osi, przekroje wzdtuz osi obrotu przedstawiajg wiec takie same elipsy. Wyprowadzmy zatem
rownanie opisujgce te powierzchnie przy uzyciu réwnania obrotu(réwnanie 2). Naszym f(z), przy
trywialnym przeksztatceniu wzoru na elipse (gdzie jako ze obracamy wokét osi OZ figure na

2
ptaszczyznie OXZ "y", zastepujemy "z"), bedzie /az(l - %) wstawiajgc do wzoru:

2
2,v2-02 (1 - %
X“+y“=a (1 b2)

x2+y2_ 72
az b2

Rysunek 9
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Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy przekrdj elipsoidy jest elipsa

Nalezy zwréci¢ uwage, ze zaréwno "x" jak i "y" majg identyczny wspotczynnik. Potwierdza to,
ze zaréwno ptaszczyzna OXZ jak i OZY kroi naszg elipsoide na identyczne elipsy. Nadmienie tutaj, ze
pozycje "x", "y" jak i "z" we wzorach mozemy dowolnie zamieniaé, co skutkuje tym samym co
zamienienie odpowiednio nazewnictwa osi na wizualizacji. Oznacza to, ze przy statej orientacji osi,

powierzchnia bedzie sie odbija¢ symetrycznie do ptaszczyzny wartosci zerowej dane;j osi.

e Powierzchnie stozkowe obrotowe: Paraboloida kotowa
Cho¢ wiele oséb kojarzy parabole z prostym i przyjemnym dla oka réwnaniem y=x?to jest
ono uproszczone dla umilenia zycia licealistéw. Mato osdb wie, ze parabola jak kazda z figur
stozkowych ma ognisko. Niewielu takze dowiedziato sie, ze jest to zbidr punktéw, ktérych odlegtos¢
od ogniska jest taka sama jak odlegto$¢ od kierownicy "k", ktéra dla paraboli y=x? byta by réwnolegta
do osi OX i odlegta od niej, jak mozna sie domyslec¢ z definicji, o tyle samo co ognisko. Wyprowadzmy
na poczatek wzér na parabole uwzgledniajgcy ognisko(Rys.10).

k

Rysunek 10

Dana jest parabola o ognisku "F" i kierownicy "k". Odlegtos¢ miedzy kierownicg a ogniskiem
to "p", jako ze parabola przechodzi przez 0(0,0,0), to odlegtos¢ miedzy "O" a "F" jest z definicji taka
sama jak miedzy kierownicg a "O" czyli réwna %p. Wybieramy dowolny punkt "P(x,y)", jego rzut na

kierownice to "M". Z definicji:
|MP|=|FP|

Odlegtosc , miedzy "F" a rzutem "P" na OX jest rdwna "x" pomniejszony o %p. Z "Pitagorasa"

zatem:

|FP|=y/d? + y2

13



1
IWFJ@—5m2+W

Odleglos$¢ | MP| tatwo zauwazy¢ na rysunku: |MP|=x+%p czyli:

1,- 182 4 2
XQP—J@ SP)*+y

Po podniesieniu do kwadratu i uzyciu wzoréw skréconego mnozenia:
2 1, 2 1, 2
X +px+Zp =X —px+Zp +y

y? = 2px
Obréémy zatem powstata parabole przedstawiong w ptaszczyznie XZ wokot OZ:

Zatem parabole x%=2pz przedstawiam w formie: x=,/2pz, wstawiamy do réwnania obrotu
i wychodzi nam szybko:

x2+y?=2pz

Otrzymana figura to paraboloida kotowa:

Rysunek 11

W tym przypadku takze mozna zauwazy¢, ze przekroje tejze figury sg albo parabolami albo elipsami.
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e Powierzchnie stozkowe obrotowe: Hiperboloida

jednopowlokowa

Przy hiperboli ponownie niejeden uczenn moze sie zdziwi¢, albowiem hiperbole nie konczg sie
na y=%. Tak samo jak przy paraboli moze niedowierzaé, ze posiadajg ognisko. Kiedy powiemy, ze
nawet dwa, uczen moze mie¢ problemy z zaufaniem programowi szkolnictwa. Jesli jednak po
kilkuletnim, kosztownym leczeniu powréci do towarzystwa, powinnismy by¢ delikatni méwigc mu, ze
hiperbola to zbiér punktéw, ktorych rdznica wartosci bezwzglednych odlegtosci miedzy ogniskami
jest stata. Inaczej mozemy zostaé pociggnieci do odpowiedzialnosci. Korzystajgc z tej definicji
otrzymujemy wzor, ktéry uwzglednia nam ogniska. Ten wzér to:

xZ yZ .
a’? b?
Gdzie "a" to najmniejsza odlegto$¢ miedzy dwiema czesciami hiperboli oraz a? — ¢? = —b?. Warto

zauwazy¢ takze, ze réwnanie hiperboli rézni sie od réwnania elipsy tylko tym, ze zamiast plusa jest
minus, ma to bezpos$rednie powigzanie z definicjg jako, ze elipsa to punkty, ktérych suma odlegtosci
od ognisk jest stata, a w hiperboli sume zastepuje réznica. Réwnanie podane jest réwniez bardziej

mite dla nas niz y=%, poniewaz mimo ze asymptoty nie sg juz na osiach uktadu, to teraz osie uktadu sg
2 2
osiami symetrii(patrz przyktad hiperboli o réwnaniu’zc—5 - y? = 1 (Rys.12)).

¥

I
5

AN -
/ .

Rysunek 12

Przedstawmy jg teraz na ptaszczyznie XZ i obré¢my wokét osi OZ:

2 2 2
Z réwnania Z—Z - Z—z = 1 otrzymujemy x= ’az(l + 2—2). Po wstawieniu w rownanie obrotu
otrzymujemy:
ZZ

x2+yt= a2(1+b2

15



Rysunek 13

Przy przekroju tej figury otrzymamy elipse, pare prostych (jako ze jest to figura
prostokresina), parabole albo hiperbole. Bardzo dobrze przedstawia to ponizszy rysunek:

]
7 N
]

Rysunek 14
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e Powierzchnie stozkowe obrotowe: Hiperboloida

dwupowlokowa
Obréémy teraz hiperbole wokét osi OX:

Aby to zrobi¢ musimy lekko zmodyfikowaé réwnanie obrotu, okrgg nie bedzie teraz zatoczony
w ptaszczyznie XY a w ptaszczyinie YZ, a zamiast f(z) bedzie analogicznie f(x). Zatem réwnanie obrotu
bedzie miato forme:

Y2 + 2% = f(x)?
Krzywa ptaszczyzny XY, ktéra zatacza okrag bedzie okreslona réwnaniem y=f(x).
. . x2  y? Lo _ o2
Przedstawmy wiec naszg hiperbole primir i 1 w formie y=f(x). Otrzymamy wtedy y= |b (; -1).

Po wstawieniu w réwnanie:

y 2 7z 2 x 2
i~ a !
xZ y2 ZZ
@2 b ol
yZ ZZ x2
i 2!

Réwnanie to przedstawia wtedy hiperboloide dwupowiokowg, jednak jako ze upowszechnito sie
przedstawiac jg tak, aby obrécona byta wokét OZ a nie OX. Tak jak wspomniatem przy temacie elipsy,
mozemy w takim razie zamieni¢ miejscem "x" z "z" aby orientacja nam odpowiadata, otrzymamy
wtedy z poprzedniego wzoru:

Rysunek 15
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Jesli teraz bedziemy przekrawaé otrzymang figure to otrzymamy: elipse, parabole lub
hiperbole. Ponownie ponizszy rysunek najlepiej to zilustruje:

DD

LN N LN

Rysunek 16

e Powierzchnie stozkowe nieobrotowe

Dla wszystkich figur jakie otrzymalismy do tej pory, jak i dla przysztych, mozemy wyprowadzic¢
wzory, ktére bedg odpowiednio "rozciggniete" wzdtuz odpowiedniej osi. Tak wiec na przyktad,
zamiast okregu w przekroju mozemy mie¢ elipse. To sprowadza nas z powrotem do wtasnosci, ktérg
opisatem przy omawianiu elipsy, o tym, ze wstawienie wartosci w mianowniku "x","y" badz "z"
wydtuza nam adekwatnie do wartosci dang o$. Zatem zamiast elipsoidy obrotowej, mozemy stworzyc
tréjosiowa. Bedzie mozna z niej uzyskaé w przekrojach osiowych nie dwie, jak w przypadku
obrotowej, a trzy. Inng w ptaszczyznie XY, inng w XZ i inng w ZY. Zatem analogicznie mozemy

stworzy¢ reszte wzordéw:

xZ yZ ZZ
2tp 27"
Stozek eliptyczny
LI
aZ bZ 2
Elipsoida tréjosiowa
x* y? z
2tz =2P
a b C

Paraboloida eliptyczna

2,2
+X % 4
b2 c2

Hiperboloida jednopowtokowa eliptyczna

x2

18



2 2 2
z
R
b2 c?

Hiperboloida dwupowtokowa eliptyczna

x

Manipulujgc wspétczynnikami "a", "b" i "c" mozemy odpowiednig rozcigga¢ dang powierzchnie
wzdtuz danej osi. Mozemy wiec nawet uogélni¢ wzor na torus:

2

X2  y2 72
—+2’—2—R tZ=T 2

Torus eliptyczny

Podkreslmy wobec tego pewne wnioski wynikte ze wzoréw niektérych z powyzszych figur:

e Figury stozkowe: wnioski

Przyjrzyjmy sie wzorom na hiperboloide jedno i dwupowtokowg oraz stozka:

f 2y Ao 2y 2
b2 ' b2 a2 a2 ' a2 2 a’

Wszystkie sg blizniaczo podobne, réznig sie tylko wyrazem wolnym, zmienia sie on
w zaleznosci od "a" i od "b"(jako ze mozemy pomnozy¢ aby x/z byt bez wspétczynnika), lecz zostaje
on dalej ujemne/zerowe/dodatnie. Biorgc pod uwage figury, jakie przedstawiajg to mozna zauwazy¢,
ze gdy wyraz wolny maleje, tym bardziej figura sie "zamyka". Mozna to sobie wyobrazi¢ jako walec,
na ktory zaktadamy pierscien o nieskoniczenie matej szerokosci i zmniejszamy jego srednice. Walec
poddaje sie coraz bardzie i bardziej. Figura zarazem dazy do formy stozka, "przytulajac" sie coraz
bardziej do asymptot. Gdy obwdd pierscienia(czyli elipsy powstatej w przekroju ptaszczyzng XY)
dochodzi do 0, forma stozka zostaje osiggnieta, Scianki bytego walca sg juz maksymalnie napiete,
kierujgc sie prosto do punktu wierzchotkowego. Po formie stozka byty walec zostaje rozciety
i stopniowo zwieksza odlegtos¢ od dwdch nowopowstatych ptaszczyzn, oddalajgc sie od asymptot.
Oczywiscie jesli wyraz wolny nie jest réwny -1 lub 1, to mozemy cate rdwnanie podzieli¢ przez
wartos¢ bezwzgledng tego wyrazu, tak aby juz byt. Wtedy a,b,c zmienig sie naraz o tyle samo.
Implikuje to, ze zmieniamy tym skale, co ttumaczy to zachowanie. | faktycznie mozna zauwazyé¢, ze
gdy zmieniamy rownomiernie wspotczynniki przy réwnaniu stozka, nie zmieniamy jego ksztattu, jako
ze mozemy pomnozy¢ przez dang wartos¢ bez zmiany wyrazu wolnego. Dla zilustrowania powyzszych
stéw oto pare hiperbol, ktére powstajg przy przekroju ptaszczyzng ZY:
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Rysunek 17

Zwréémy uwage takze na 6 przyktadowych réwnan i przedstawienia geometryczne:

2 2 2 2 2 2 _
x2+y2_22_25 x+y Z 4 b v zZ

Rysunek 18 Rysunek 19 Rysunek 20

P +y —22=0 ¥%+ 92 =72 = =0.05 xlpyl—F =4

Rysunek 21 Rysunek 22 Rysunek 23
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Takze tutaj mozna zauwazyé, ze wyraz wolny zmniejszajgc sie przechodzi od figury dazacej do
walca przez stozek i dalej dazy do dwdch rédwnolegtych ptaszczyzn. Rdwnoczesnie jesli wezmiemy
dwie hiperboloidy o dowolnym wyrazie wolnym, to jesli stosunek ich wspdtczynnikdw jest réwny,

znaczy % = %, to wtedy stozek o takim samym stosunku wspétczynnikdw jest asymptotg danych
1 2
hiperboloid.

Whioski sg wiec nastepujace.:

2 2 zZ

Przy wzorze wyrazonym w postaci z—z + 2’—2 -2 = k:

e Dla k>0 réwnanie przedstawia hiperboloide jednopowtokowa, przekrdj ptaszczyzng XY jest
elipsg( im wieksza wartos¢ k tym wieksza jest elipsa, a figura blizsza walca).

e Dla k=0 réwnanie opisuje stozek, a przeciecie ptaszczyzng XY jest punktem.

e Dla k<0 réwnanie opisuje hiperboloide dwupowtokows, przekrdj XY jest zbiorem pustym
(wraz z maleniem wartosci k, odlegtos¢ miedzy powierzchniami sie zwieksza, dgzgc do dwéch
rownolegtych powierzchni).

e Paraboloida paraboliczna

Te ptaszczyzne pozwole sobie omowic juz po zbadaniu reszty figur stozkowych, jako ze nie
jest ptaszczyzng obrotowg, ani nawet eliptyczng. Paraboloida paraboliczna (zwana tez hiperboliczng)
to ptaszczyzna, ktérg tworzy parabola na ptaszczyznie YZ, skierowana ramionami w dét, poruszajac sie
po paraboli ptaszczyzny ZX z ramionami skierowanymi w gére.

Tak wiec parabola ptaszczyzny ZX bedzie dana réwnaniem x? = a?z, (a?i b%zastepujg nam "2p"
kazdej z parabol), a ZY y? = —b?z (minus ze wzgledu na to, ze ramiona maja by¢ skierowane ku

dotowi). Jako ze te dwa réwnania tworzg naszg ptaszczyzne, to potaczmy je. Pierwszg z nich

2 2
X
przedstawimy jako ;=z a drugg jako —i’—2=z. Traktujgc te dwa rownania jako uktad, sumujemy je

i otrzymujemy:
xZ yZ )
_—— = Z
a? b2

Réwnanie to opisuje paraboloide paraboliczng, z wyglady przypomina czipsy. Aby posiadac
wyobrazenie:

Rysunek 24
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Przekroje tej powierzchni to, jak nietrudno zauwazyé, hiperbole i parabole. W wyjatkowych
przypadkach takze proste.

e Powierzchnie walcowe

Powierzchnie walcowg nazywamy ptaszczyzne powstaty przez prostg idgcy po krzywej.
Rownania sg okreslone krzywa po jakiej sie poruszajg i tutaj chciatbym to wyrazié:

Kiedy figure z ptaszczyzny XY przedstawimy w przestrzeni XYZ, to na kazdej ptaszczyznie z=k
bedzie widoczna ta sama figura co na XY, jako ze warto$¢ "z" nie gra tam roli. Nastgpi "rozciggniecie"
wzdtuz osi OZ danej figury. Punkt zatem zamieni sie w prostg, za to prosta w ptaszczyzne. Jesli
w réwnaniu powierzchni nie wystepuje jakas zmienna, to,przez analogie z walcem, nazywamy ja
powierzchnig walcowa. Zobaczmy zatem jak wygladajg wybrane figury przedstawione w przestrzeni.

Walec eliptyczny, czyli zgodnie z powyiszym  rozumowaniem elipsa przedstawiona

w przestrzeni.

2 2

X

e

\‘
\ . _/

Jak wida¢ faktycznie kazda ptaszczyzna prostopadta do osi OZ przecina walec tworzac taka
samg elipse, implikujgc ze "z" nie wptywa na powierzchnig, co zresztg wida¢ we wzorze. Nie jest
trudno dojs¢ do wniosku, ze gdy elipse zastgpimy okregiem, to bedzie to walec kotowy, czyli
szczegblny przypadek walca eliptycznego.

Przecinajgc walec eliptyczny ptaszczyznami, otrzymujmy elipsy oraz proste.

Analogicznie mozemy postapié z innymi krzywymi:
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Walec paraboliczny

y? = 2px

»

)

Rysunek 25

Przecinajac ptaszczyzng tym razem otrzymamy parabole badz proste.

Walec paraboliczny

I

Rysunek 18

Tutaj z przeciecia ptaszczyzng otrzymamy hiperbole badz, zwyczajowo, proste.



Niektére z omowionych ptaszczyzn mozna stworzyé wytgcznie z  prostych linii, figury te
nazywamy prostokresinymi. Dla przyktadu, jesli dwie obrecze potgczymy sznurkami o réwnych
dtugosciach, tak by sie nie krzyzowaty i byty zaczepione w réwnych odstepach od siebie, to gdy
zawiesimy obrecze w powietrzu, bedzie widoczny walec, lecz gdy lekko przekrecimy jedng obrecz, to
bedzie widoczna hiperboloida jednopowtokowa. Prostokreslnosé ta jest czesto wykorzystywana
przede wszystkim w architekturze, przy budowaniu budynkéw, aby miaty ksztatt hiperboloidy
jednopowtokowej. Oto te i inne przyktady ptaszczyzn znajdowanych na co dzien:

Rysunek 27-Wieza ci$nien we Francji

Paraboloide hiperboliczng widzimy tez jedzac przekaski:

Rysunek 28 - Chipsy

Hiperboloide dwupowtokowa wykorzystywano od dawna przy budowie koput. Sugeruje to ze juz
przed wiekami umiano korzystac i wykonywac obliczenia zwigzane z tg powierzchnig,

Rysunek 29 - Koputa hali w Brnie
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Mysle Zze najszersze zastosowanie ma walec kotowy, mozemy go znales¢ wszedzie. Takzie
przewazajgca wiekszos$¢ czesci ruchowych z niego korzysta z niego, pod postacig tozyska walcowego.

Rysunek 30 - tozysko walcowe

| tym ptynnym przejsciem do codziennosci koriczymy rozwazania o ptaszczyznach stopnia
drugiego. Nadal czuje niedosyt wiedzy zdobytej na ten temat i mam nadzieje ze udato mi sie ten
niedosyt wywota¢ réwniez u czytelnikdw. Staratem sie, by praca byfta przyjemna do czytania
i przekazywata wiedze w sposdb tatwy, aby kazdy mdgt zrozumiec istote tych pieknych figur.
Odkrywanie ich zaleznosci i dociekanie wzordéw sprawito mi duzo radosci, cho¢ niekiedy i zagwozdek.
Mam nadzieje, ze po przeczytaniu tej pracy réwniez u was chec¢ zdobywania wiedzy bedzie rosta
i byta adekwatnie zaspokajana.
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o Zrédla

Rysunek na stronie tytutowej oraz Rysunek 9,13,14,15,16,24 oraz 28- de.wikipedia.org
Rysunek 5,25 - zobaczycmatematyke.pl/
Rysunek7- edupedia.pl/

Rysunek 11 -pg.gda.pl

Rysunek12- rubinsteinprecal.wikispaces.com
Rysunek17 - wolframalpha.com

Rysunek 18-23 powstat w programie "Geogebra"
Rysunek26- cs.bgu.ac.il

Rysunek28- hefactsite.com
Rysunek29-chodor-projekt.net

Rysunek30- phumargo.pl

Pozostate rysunki sporzgdzitem sam przy uzyciu programu "Paint".

Opieratem sie gtdwnie na wtasnych spostrzezeniach, lecz niekiedy pomagata mi ksigzka
Franciszka Lei "Geometria analityczna"
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